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EINLEITUNG 
Ziel dieser Arbeit ist es, ffir eine endlich erzeugte Gruppe Fund einen nicht- 
archimedisch bewerteten K6rper K die Menge MK(F) der Konjugationsklassen 
treuer diskontinuierlicher Darstellungen von F in PGLz(K ) mit der Struktur 
einer K-analytischen Quotientenmannigfaltigkeit zu versehen, also eine "Teich- 
mfillertheorie" ffir nichtarchimedische diskontinuierliche Gruppen zu ent- 
wickeln. 
Die R/iume Mx(F) sind von Interesse ffir die nichtarchimedische Uniformi- 
sierung von Kurven: sie klassifizieren K-analytische Familien von projektiven 
Kurven fiber K mit einer festen F-Uniformisierung als Zusatzstruktur. 
Wichtigster Spezialfall ist der, dab F freie nichtabelsche Gruppe Fg vom Rang 
g_>2 ist; denn jede fiber K uniformisierbare Kurve vom Geschlecht g besitzt 
auch eine solche "Schottky-Uniformisierung", MK(Fg ) ist also der Raum der 
Mumfordkurven vom Geschlecht g (s. [5], [11] und [6], Abschn. 6). 
Ist MK(F) nicht leer, so enth~ilt F eine freie normale Untergruppe F0 von 
endlichem Index. Jede Zusammenhangskomponente iner gewissen endlichen 
f]berlagerung MK(F, F0) von MK(F) ist dann der Zariski-Abschlul3 eines 
Straturns yon Mx(Fo)=MK(Fg), g=Rang (F0), in der yon Popp [20] be- 
trachteten Stratifikation des Modulraums ~g(K) aller glatten Kurven vom 
Geschlecht g fiber K, von dem Mx(Fg) als oftener analytischer Teilraum 
angesehen werden kann. Diese Anwendung der hier entwickelten Teichm/iller- 
theorie ist in [13] skizziert und soil an anderer Stelle ausgearbeitet werden. 
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Andere Anwendungen ergeben sich beim detaillierten Studium einzelner 
Familien von Mumfordkurven, wie es z.B. in [8] begonnen wurde. 
Das Prinzip ffir die Konstruktion der Teichmfillerr~iume, das ffir F=Fg 
bereits in [7] skizziert wurde, ist das folgende: Man macht zunfichst die Menge 
SK(F) der Darstellungen von F in PGLE(K) zu einer affinen algebraischen 
Varietfit. Auf SK(F)operieren PGL2(K) (durch Konjugation) und Aut F. Die 
Aktion yon PGLE(K ) auf SK(F) ist algebraisch, und der Quotient lfiBt sich mit 
Methoden der geometrischen I variantentheorie untersuchen. Dies ist in [14], 
Kap. III ausgeffihrt; wir fassen die Ergebnisse in § 1 zusammen. 
Die Teilmenge TK(F)cSx(F ) der treuen Darstellungen mit diskontinuier- 
lichem Bild ist oftener K-analytischer Teilraum, der unter PGLE(K ) invariant 
ist. Wir nennen PGL2(K ) \ TK(F ) = : TK(F) den Teichmfillerraum (fiber K) zu 
F. Out F: =Aut F/(innere Automorphismen) operiert diskontinuierlich auf 
Tr(F), und der Bahnenraum TK(F)/Out Fist MK(F ). 
In § 2 prfizisieren wir die bereits erwfihnte modultheoretische Interpretation 
von Mr(F), zeigen also, dab MK(F ) grober Modulraum ffir F-uniformisier- 
bare Kurven fiber K ist. Sodann ffihren wir "geometrische Erzeugenden- 
systeme" ein und erl~iutern den Zusammenhang mit der Bass-Serreschen 
Theorie yon Gruppenaktionen auf B/iumen. Mit Hilfe von "markierten 
Graphen von Gruppen" beschreiben wir dann in § 4 einen Fundamentalbereich 
ffir die Aktion yon Out F auf TK(F ) und versehen ihn mit einer analytischen 
Struktur als Schnitt eines rationalen Polyeders mit einer affin-algebraischen 
Varietfit. In § 5 definieren wir damit eine analytische Struktur auf I~K(F), 
bezfiglich derer Out F diskontinuierlich operiert, und zeigen, dab MK(F) eine 
analytische Quotientenstruktur trfigt. Im letzten Paragraphen studieren wir 
schlieBlich die wesenflichen analytischen Eigenschaften der nichtarchime- 
dischen Teichmfillerr~tume: Wir zeigen, dab 7"K(F ) nichtsingul~ir ist, berechnen 
seine Dimension und beschreiben die (endlich vielen) Zusammenhangskompo- 
nenten; insbesondere ist Mr(F) stets zusammenhfingend. 
Der Inhalt dieser Arbeit ist das Kernstfick meiner Habilitationsschrift [14]. 
§ 1. VARIETATEN VON GRUPPENDARSTELLUNGEN 
Ffir eine endlich erzeugte Gruppe F sei S(F) der Funktor, der jedem kommu- 
tativen Ring R mit Einselement die Gruppe PGL2(R) zuordnet. (PGL2(R) ist 
dabei die Gruppe der R-wertigen Punkte des affinen Gruppenschemas PGL2; 
ffir einen faktiorellen Ring R ist PGLE(R)= GL2(R)/R *). 
Wir fassen in diesem Abschnitt die spfiter ben6tigten Ergebnisse fiber S(F) 
zusammen. Ffir Beweise verweisen wir auf [14], Kap. III. 
Ist F=F n freie (nichtabelsche) Gruppe vom Rang n, so ist S(F)= S(Fn)= :S, 
isomorph zu PGL~. Ffir eine beliebige ndlich erzeugbare Gruppe F ist S(F) 
affines Gruppenschema fiber ?7, und jedes Erzeugendensystem ={Yl ..... ?n} 
von F induziert eine abgeschlossene Einbettung von S(F) in Sn, deren Bild mit 
Se(F) bezeichnet werden soll. 
Bezeichnet X das affine K-Schema, dessen K-wertige Punkte ffir jeden 
K6rper K durch 
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X(K)  = (K -  {0, 1}) X ([P I (K)  x [pI(K) - {(x, y ) :x=y})  
gegeben sind, so wird durch 
(t,x,y)~.Klasse von (x - ty  ( t - l )xy )  
\ l - t  tx -y  / 
ein Morphismus f :X~S1 vom Grad 2 erkl~irt, dessen Bild das offene Unter- 
schema S{ der nichtparabolischen Elemente in PGL2 ist. Die Punkte in X(K)  
k6nnen als Fixpunkte und Multiplikatoren der gebrochen-linearen Transfor- 
mationen in PGL2(K) aufgefaBt werden. Uber Z[½] ist f~ :Xn~S£ geome- 
trischer Quotient for die Aktion von (Z/2Z) n auf X n, die in jeder Komponente 
(t, x, y) auf (t- l, y, x) abbildet. 
Ffir eine endlich erzeugte Gruppe F und ein Erzeugendensystem 
e = {)'1 ... . .  7~} von F sei 
Xe(r) : =fn-l(Se(r)) cxn .  
Auf S(F) operiert PGL 2 durch Konjugation, auf X(K) operiert PGL2(K) 
durch a(t, x, y )= (t, a(x), cffy)). Die dadurch induzierten Aktionen yon PGL 2 
auf Xe(F) und Se(F) sind f~-fiquivariant. Wir bezeichnen die Quotienten mit 
f(n : = xn  /PGL2, fge(F) : = Xe(F)/PGL2 und Se(F) : = Se(F)/PGL 2 
Mit Hilfe von Doppelverh/iltnissen lassen sich auf einem offenen Tell von 
)(n, der alle regulfiren Punkte von )(n enth/ilt, Koordinaten finden. Damit 
kann man folgende Aussage beweisen (s. [14], Kap. III, Satz 7): 
Sei n_>2 und V n das offene Unterschema von X ~, dessen K-wertige Punkte 
gegeben werden durch 
Vn(K) : = {(tl, xl, Yl, ' . . ,  t., xn, y~) e X~(K) : Yl --/=x2 --/=Xl ~Y2, Yl ¢Y2, 
xig=Xl ~ay i, xi~Yjg=Yi ffir j = 1,2 und i> 3} 
V~ ist PGL2-invariant, es sei Vn: = V./PGL2. 
SATZ 1. 
i) ~'n liiJ3t sich in A 3n-3 einbetten 
ii) es gibt einen Schnitt cr~ : Vn ~ V~ zur Quotientenabbildung zr n: Vn~ fe n. 
Der Schnitt a n wird (auf den K-wertigen Punkten) dadurch gegeben, dab 
man in jeder PGL2(K)-Bahn den Punkt ausw/ihlt, der xl = 0, Yl = c¢ und x2 = 1 
erfiillt. 
Von nun an sei K ein algebraisch abgeschlossener K6rper der Charakteristik 
:~2, der vollst/indig ist bezfiglich einer nichtarchimedischen Bewertung. Wir 
werden nur noch mit den K-wertigen Punkten der Schemata Sn, S(F), Xe(F), 
-gn usw. arbeiten und diese als K-analytische Rfiume ansehen. Zur Verein- 
fachung der Notation werden wir diese Rfiume auch mit Sn, Xe(F) usw. be- 
zeichnen (start S~(K), Xe(F)(K) usw.). Wir definieren un f/ir eine endlich 
erzeugte Gruppe F 
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T(F) : = {r e S(F) : z injektiv, r(F) diskontinuierlich und ohne parabolische 
Elemente} 
T(F) ist offenbar invariant unter PGL2(K), so dab wir 
~'(V) : = PGL2(K ) \ T(F) 
bilden k6nnen. Wir nennen T(F) den Teichmfillerraum zu F fiber K. Ffir jedes 
endliche Erzeugendensystem  yon F ist T(F) (bzw. T(F)) Teilmenge yon Se(F )
(bzw. Se(l")). 
In Charakteristik 0 kann eine diskontinuierliche Untergruppe yon PGL2(K) 
keine parabolischen Elemente enthalten. Ist abet char (K )=p>0,  so ist die 
Bedingung, dab r(F) kein parabolisches Element enthalten soil, eine echte 
Einschr~inkung: sie ist gleichbedeutend damit, dab F kein Element der Ordnung 
p enth~ilt. Ohne diese Einschr~inkung ware abet eine sinnvolle Modultheorie 
nicht m6glich. 
Die Konstruktion yon T(F) ist funktoriell in K: Ist KCK', so ist PGL2(K ) 
eingebettet in PGL2(K" ) und somit auch T(F)(K) in T(F)(K'). 
T ist in Abh~ingigkeit yon F ein kontravarianter Funktor auf der Kategorie 
der Gruppen mit injektiven Gruppenhomomorphismen. 
Auf S(F) operiert die Gruppe Aut F durch Komposition: ffir a e Aut F, 
z e S(F) sei a(z): = r o a. 
Diese Aktion ist mit der PGL2(K)-Aktion vertauschbar, so da6 Aut F auch 
auf S(F) operiert. Da z(l-)=(zoa)(F) ist, ist T(F) invariant unter Aut F, 
Aut F operiert also auch auf T(F). Die Orbitmenge sei 
M(F) : = T(F)/Aut F. 
§ 2. TEICHMOLLERRA.UME ALS MODULRAUME 
In den folgenden Abschnitten werden wir T(F), 7"(F) und M(F) mit K- 
analytischen Strukturen versehen. Zun~tchst wollen wir diese Strukturen jedoch 
voraussetzen, um T(F), i"(F) und M(F) modultheoretisch zu interpretieren. 
Ffir einen K-analytischen Raum S sei Auts(SX Pl) die Gruppe der biana- 
lytischen Automorphismen yon Sx[PI(K), die mit der Projektion p]:Sx 
X P 1 (K) ~ S vertauschbar sind. 
DEFINITION. 
a) Eine analytische Familie von F-Darstellungen fiber einem K-analytischen 
Raum S (kurz: eine F-Familie fiber S) ist ein Gruppenhomomorphismus 
~/ :F~ Aut s(S x ~1) 
b) eine F-Familie ~, heist diskontinuierlich, wenn ~, injektiv ist und ffir jedes 
s e S die induzierte Abbildung 
~'s: F~ Aut {s} ({s} × P1) = PGLE(K) 
in T(F) liegt. 
Wir wollen zeigen, dab es fiber S(F) eine universelle F-Familie gibt. Dazu 
zeigen wir zun~ichst 
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LEMMA l. Sei S ein K-analytischer Raum und R s: = F(S, Gs). Dann gilt: 
Auts(S x [Pl) ~ PGLz(Rs). 
BEWEIS. Sei feAuts (S× Pl). Ffir jedes seS  ist ?s: =f l{ s} × Pl ePGL2(K) .
?s werde durch eine Matrix 
(ca: 
reprfisentiert. Da f analytisch ist, sind die Funktionen 
det Ys 
usw. analytisch, also Elemente in R s. 
Dies definiert ein Element c~(f)e PGL2(Rs). Ist umgekehrt y e PGL2(Rs), so 
definiert )~ ffir jedes seS  ein Element ysEPGL2(K). Dann ist die Abbildung 
(s, z)~ (s, Ys(z)) ein Element fl(y) in Auts(S x Pl), und c~ und fl sind zueinander 
invers. 
Nach § 1 ist die Menge der F-Familien tiber S also identisch mit S(F)(Rs), 
der Menge der Rs-wertigen Punkte des K-affinen Gruppenschemas S(F)x K. 
Bezeichnet A(F) den affinen Koordinatenring von S(F)xK,  so sind die 
F-Familien fiber S also dasselbe wie die K-Algebrahomomorphismen 
HomK(A(F), Rs). Das folgende Lemma zeigt, dab diese eineindeutig den K- 
analytischen Abbildungen yon S in die Analytifizierung von S(F) entsprechen: 
LEMMA 2. Sei S K-analyt&cher Raum, R s: = F(S, Gs), B eine endlich erzeugte 
K-Algebra, X: = Spec B und X an die Analytifizierung der affinen Varietiit X 
(s. [2], 9.3.4). Dann gilt: 
Horn (S, X an) =_ HomK(B, Rs) 
(wobei links die K-analytischen Abbildungen gemeint sind). 
BEWEIS. Jede analytische Abbildung f :S - ,X  an induziert auf den globalen 
Schnitten einen K-Algebrahomomorphismus f#  :F(X an, gx~n)~Rs, durch Ein- 
schr/inkung also f#  : B~R s. Umgekehrt sei B 0 die zu B geh6rige K-affinoide 
Algebra (ist B = K[X1 .... , Xn ]/(fl,..., fr), so sei B 0 : = K( xl .... , xn )/( f l  ..... fr)), 
und X0: =Sp B 0 der zugeh6rige affinoide Bereich. Jeder K-Algebrahomo- 
morphismus 0 : B~Rs induziert 00: Bo~Rs, und q~0 induziert eine analytische 
Abbildung S~Xo~X an (vgl. [21, 9.3.4). 
FOLGERUNG 
i) S(f )  ist feiner Modulraum fiir F-Familien. (Mit S(F) = S(F)(K) ist dabei die 
Analytifizierung tier affinen Varietiit S(F) xK  gemeint; ebenso ist "'feiner 
Modulraum "" analytisch gemeint. ) 
ii) T(F) ist feiner Modulraum fiir diskontinuierliche F-Familien. 
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DEFINITION. Zwei F-Familien ~U, ~' fiber einem analytischen Raum S heiBen 
i) konjugiert, wenn es f l eAuts (SX Pl) gibt mit 
(wo @ die Konjugation mit fl sei) 
ii) fiquivalent, wenn es BeAuts (SX Pl) und asAut  F gibt mit 
~ '= c/~o q/o a. 
Konjugation von F-Familien beschreibt genau die Aktion des Funktors 
PGL 2 auf dem Funktor S(F), vgl. [18], p. 101. 
Die dadurch erkl/irten Aktionen von Auts(S x Pl) und Aut F auf der Menge 
der F-Familien fiber S sind vertauschbar, deshalb ist dutch ii) wirklich eine 
.~quivalenzrelation definiert. Wir nennen eine Konjugationsklasse von F- 
Familien kurz {F}-Familie, eine )kquivalenzklasse [F]-Familie. 
Jeder F-Familie ~ fiber S entspricht nach Lemma 2 eindeutig eine analytische 
Abbildung f~:S--*S(F). Bezeichnet nr die Projektion von S(F) auf S(F)= 
= PGLz(K ) \ S(F), so gilt: 
LEMMA 3. Zwei F-Familien ~, ~' fiber S sind genau dann konjugiert, wenn 
zrro f ~ = ~zro f~, ist. 
BEWEIS. Sei f le Auts(S × [P1) mit ~' = c/~o ~. Dann ist fiir jedes s ~ S f~,,(s) die 
Abbildung, die y auf fl~,(y)fl-~]{s} x [Pl schickt. Daher ist nrOf~, = nrOfv,,. 
Umgekehrt gibt es, falls rcrOf~,= ZtrOf~,, ist, ffir jedes seS  ein f lsePGL2(K), 
so dab f~,,(s)(y)=flsO(g/(y)[{s}xPOQflj I i s t . Man sieht leicht, dab durch 
fl(s,z): =(s, fls(z)) ein Element aus Auts(Sx[Pl) definiert ist, womit das 
Lemma bewiesen ist. 
Wie in [18], Ch. 5, § 2 wird S(F) damit zum groben Modulraum ffir 
{F}-Familien. S(F) ware sogar feiner Modulraum, sobald es einen Schnitt 
trr: S(F)-~S(F) gfibe. Einen solchen kann man global natfirlich nicht erwarten, 
es gilt aber 
LEMMA 4. Ist F genfigend grofle endlich erzeugte Gruppe, so gibt es einen 
Schnitt err: ~(F)-~ T(F) zur Projektion 7~ r. Dabei heiJ3e F genfigend grofl, 
wenn es eine freie Untergruppe vom Rang 2 enthtilt. 
BEWEIS. Ffir a, b ~ F sei (a, b) die von a und b aufgespannte Untergruppe und 
[a, b] : = aba - l b - 1 der Kommutator. Wir behaupten zun/ichst, daB, falls T(F) 
nicht leer ist, F ein Erzeugendensystem =(a 1 .. . . .  an, an+ 1 ... . .  am) mit fol- 
genden Eigenschaften besitzt: (al, a2) ---F2; ffir 1 < i, j<  n ist (a i, aj) -~D 2 
(Kleinsche Vierergruppe) oder [ai, aj]--/= 1; ffir i>n hat a i endliche Ordnung, 
und es gibt ein eindeutig bestimmtes j ( i )<n mit [ai, aj(i) ] -~ 1. Sind n/imlich 
a, beF  mit [a,b]=l  und ist reT(F ) ,  so ist (a ,b)=D2,  oder z(a) und r(b) 
haben gemeinsame Fixpunkte in [Pl (K); eine diskontinuierliche Gruppe, in der 
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alle Elemente diegleichen Fixpunkte haben, ist aber zyklisch oder endliche 
zyklische Erweiterung yon 71. 
Sei nun V~= V~(K) wie in Satz 1 und K**: =K-{0 ,1} .  Es sei fro, n: V~X 
x (K **)m- n_~ Sm die Abbildung, die ((q, xl, Y l . . . . .  G, x~, y~), (Q~ + 1 .... , ~m)) 
auf fm (tl, Xl, Y~, "', tn, xn, Yn, Pn + 1, xi(n + 1), Yy(n + 1),  . - . ,  ~0m, Xj(m), Yj(m)) schickt. Da 
die PGL2(K)-Aktion auf den Multiplikatoren trivial ist, drfickt sich fro, n durch 
zu fm, n: Vzn×(K**)m-~Sm" T(F) liegt im Bild von fm,,, 7"(F) im Bild yon 
fm,~. Die (triviale) Fortsetzung des Schnitts an aus Satz 1 auf 9~×(K**) m-" 
werde ebenfalls mit an bezeichnet. Ffir ~6 T(F) w/~hlen wir nun ein Urbild 
2efn~,ln(~), das Its[ <1 und Itzl < 1 erffillt (dies ist m6glich, da r(ax) und r(a2) 
ffir jedes veT(F)  hyperbolisch sind). Sei nun ar(~): =fm, n(a~(2)). Jedes 
andere Urbild 2' von ~ unterscheidet sich h6chstens an den Komponenten mit 
Index _ 3 yon 2, daher ist fro, n(an (2')) =fm, n (an (2)). ar ist also wohldefinierter 
Schnitt zu ~Zr. 
FOLGERUNG. ]~(/') ist feiner Modulraum fiir diskontinuierliche {F}-Familien, 
falls F geniigend grofl ist. 
ANMERKUNG. Ist F nicht genfigend groB, so ist T(F) nur fiir die wohlbe- 
kannten endlichen Untergruppen yon PGL2(K) sowie ffir einige endliche 
Erweiterungen von Z nicht leer. 
Ffir die Aktion yon Aut F auf S(F) bzw. Horn (S, $(F)) ist die Entsprechung 
zu Lemma 3 trivial, undes  folgt wie oben, dab M(/-) grober (analytischer) 
Modulraum ffir diskontinuierliche [F]-Familien ist. Wir wollen diese Aussage 
noch uniformisierungstheoretisch interpretieren. 
Zu re  T(F) sei (2(r) der Bereich der gew6hnlichen Punkte von r(F) in 
R1 (K); dannist  C(r): = (2(r)/r(F) eine glatte projektive Kurve fiber K, s. [9], 
Ch. VIII. Wit nennen C(r) F-uniformisierbare Kurve fiber K. r und r' sind 
genau dann iiquivalent, wenn es ein y e PGL2(K) gibt mit (2(r')= y(g2(r)). Dies 
ist gleichbedeutend damit, dab es einen Isomorphismus C(r)~C(r')  gibt, der 
sich zu einem Isomorphismus f2(r)~12(r') liften l~iBt, s. [4], Kor. zu Satz 5. 
Diese letzte Eigenschaft soil als Definition von Isomorphismen zwischen 
F-uniformisierbaren Kurven dienen. 
Ist nun S ein analytischer Raum fiber K und q/eine diskontinuierliche F- 
Familie fiber S, so gibt es einen zuliissigen offenen Bereich f2(q/)CS x P1, so 
dab ffir jeden Punkt seS  die Einschr~inkung f2(q/)N({s}×F?l) rnit dem 
Bereich (2(q/s) der gew6hnlichen Punkte yon ~s fibereinstimmt, und so dab 
£2(q/)/q/(F) eine analytische Farnilie yon F-uniformisierbaren Kurven fiber S ist: 
dies hat M. Piwek in [19], Kap. II, §§ 3 und 4 ffir F=F n bewiesen. Der 
allgemeine Fall folgt leicht daraus, da F stets endliche Erweiterung einer freien 
Gruppe F, ist, falls T(F) nicht leer ist. 
Die Resultate dieses Abschnitts fassen wit nun zusammen zu 
SATZ 2. Ist F geniigend grofle endlich erzeugbare Gruppe, so ist M(F) grober 
Modulraum fiir F-uniformisierbare Kurven. 
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Ist speziell F=Fg, g_>2, so sind die F-uniformisierbaren Kurven gerade die 
Mumfordkurven vom Geschlecht g. Jeder Isomorphismus zwischen Mumford- 
kurven ist im obigen Sinne liftbar, so dab Mg: = M(Fg) grober Modulraum ffir 
Mumfordkurven vom Geschlecht g is t .  Dies hat Lfitkebohmert in [16] mit 
einem Satz fiber simultane Uniformisierung gezeigt. 
§ 3. GEOMETRISCHE ERZEUGENDENSYSTEME 
In den folgenden drei Abschnitten wollen wir T(F) und M(F) mit K- 
analytischen Strukturen versehen. Ffir F= F n hat L. Gerritzen in [5] dazu einen 
Weg vorgezeichnet: er beschreibt mit Hilfe von Schottkybasen einen Funda- 
mentalbereich fiir die Aktion von Aut Fn auf T~ und zerlegt diesen dann durch 
"Achsenb~iume" in endlich viele Steinsche Bereiche, auf denen die Aut F~- 
Aktion durch eine endliche Gruppenaktion gegeben ist. 
Wir wollen diesen Ansatz hier veraUgemeinern. Dazu ffihren wir in diesem 
Abschnitt als Ersatz ffir Schottkybasen "geometrische Erzeugendensysteme" 
ein, mit deren Hilfe wir ebenfalls einen Fundamentalbereich ffir die Aktion von 
Aut F auf T(F) finden werden. 
Sei B(K) der Bruhat-Tits-Baum ffir K (falls K nicht diskret ist, ist B(K) kein 
Baum im Sinne der Graphentheorie, vgl. [14], Kap. I). Ffir re  T(F) sei B(r) der 
minimale nichtleere Teilbaum yon B(K), auf dem r(F) operiert: B(r) ist die 
Vereinigung der Achsen aller hyperbolischen Elemente i  r(F) und in jedem 
Falle diskreter lokalendlicher Baum. 
Sei Q(r): = B(r)/r(F) der Quotientengraph; Q(r) ist endlich (Fist als endlich 
erzeugbar vorausgesetzt), und die Stabilisatoren der Knoten yon Q(r) sind 
endliche Gruppen. Durch die Angabe der Stabilisatorgruppen der Knoten und 
Kanten und der Inklusionen der Kantengruppen i die Knotengruppen wird 
Q(r) zu einem Graphen von Gruppen @(r). 
Abstrakt besteht ein Graph von Gruppen @ aus einem Graphen Q, Knoten- 
gruppen F(v), Kantengruppen F(e) und Injektionen ae:F(e)~F(A(e)) der 
Kantengruppen i  die zugeh6rigen Knotengruppen (wobei ffir die zu e inverse 
Kante ~ die Gruppe F(O) mit F(e) identifiziert wird). Nach Bass und Serre [21], 
Ch. I, § 5 bezeichnet man als Fundamentalgruppe von@ die Gruppe F= F(@), 
die erzeugt wird von den F(o) (o durchl/iuft dabei alle Knoten von Q) und 
Elementen )~e ffir jede Kante e in Q; w/ihlt man ein Gerfist P yon Q, so werden 
die Relationen in F erzeugt von (i) Ye = 1 ffir e e P, (ii) ye = Ye- 1, (iii) ae(g) = 
= ae(g) ffir alle e ~ P und alle g ~ F(e), (iv) yeOte(g))Pe 1 = t~o(g) ffir alle e e Q - P 
und alle g ~ F(e). 
Operiert eine Gruppe F auf einem Baum B und ist @ = @(B, F) der zu B/F 
geh6rende Graph von Gruppen, so besagt der Hauptsatz aus [21], Ch. I, dab 
F(@) zu F isomorph ist. 
Wir ffihren nun auf der disjunkten Vereinigung F0 der Knotengruppen F(v) 
folgende Aquivalenzrelation ein: a ~ F(o) und a' e F(o') heil3en ?iquivalent, wenn 
es in Q einen Weg w = (e 1 .. . . .  er) yon o nach o' gibt, so dab oterCte- ~ 1..... a~ 1 (a) 
erkl/irt ist und dieselbe zyklische Gruppe in 1"(o') erzeugt wie a'. Wir nennen 
eine _Aquivalenzklasse in Fo maximal, wenn jedes ihrer Elemente ine maxi- 
male zyklische Untergruppe der zugeh6rigen Knotengruppe erzeugt. 
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Wir nennen einen Graphen yon Gruppen @ wesentlich, wenn (i) ftir jedem 
Knoten vvon Q der Valenz _< 2 und jede Kante emit  Anfangspunkt v gilt: 
ae(F(e)):gF(v) und (ii) jede Knotengruppe F(v) die "Eigenschaft (FAy' hat, 
d.h. dab es bei jeder Aktion von F(v) auf einem Baum einen Fixpunkt der 
gesamten Gruppe gibt (vgl. [21], Ch. I, § 6). 
Ist re  T(F) f/Jr eine endlich erzeugte Gruppe F, so ist @(r) wesentlich (die 
Knotengruppen sind sogar endlich). 
DEFINITION 
i) Sei @ wesentlicher Graph von Gruppen, P ein Gertist von Q und E* eine 
Orientierung von Q-P  (d.h. eine Kante e ist genau dann in E*, wenn O~E* 
ist). Dann heii3t ein Repr~isentantensystem d r maximalen Aquivalenz- 
klassen in F0 zusammen mit den Ye, e~E*, ein P-Erzeugendensystem von 
r(@). 
ii) Ein Erzeugendensystem e von F heif~t geometrisch, wenn es einen Baum B 
mit F-Aktion gibt, so dai3 @(B, F) wesentlich ist und q~(e) ein P-Erzeugen- 
densystem yon F(@(B, F)) ist fiir ein Gerfist P von B/Fund eine Wahl 0 des 
Isomorphismus F~F(O(B, F)) (wir sagen in diesem Fall, dab e geometrisch 
bezfiglich @(B, F) ist). 
Zun~ichst ist klar, dab ein P-Erzeugendensystem auch tats~ichlich F(@) 
erzeugt" sind n~imlich a, a'~Fo ~iquivalent, so sei w ein Weg in Q, l~ings dessen 
sie ~iquivalent sind, und e 1 .... , e s seien die Kanten in w, die nicht in P liegen. 
Die Relationen (iii) und (iv) ffir F(@) besagen dann, dab a'= ywaVyw I ist ffir 
ein geeignetes v ~ Z und Yw: = Yes'"" "Yej" 
Da jede Gruppe so auf einem Baum operieren kann, dab der Quotienten- 
graph wesentlich ist, besitzt jede Gruppe ein geometrisches Erzeugendensystem. 
Hat abet F selbst die Eigenschaft (FA), so besteht ein geometrisches Erzeugen- 
densystem aus allen primitiven Elementen der Gruppe. Ist andererseits F 
endlich erzeugbar und T(F) nicht leer, so ist jedes geometrische Erzeugenden- 
system yon F endlich. 
Ist F freie Gruppe, so ist ein geometrisches Erzeugendensystem dasselbe wie 
eine Basis. 
Nat/Jrlich liel3e sich in vielen F~illen ein geometrisches Erzeugendensystem mit 
Hilfe von Relationen in den Knotengruppen noch verkleinern. Dies w~rde 
jedoch das Arbeiten mit Fixpunkten und Multiplikatoren, wie wir es im 
n~chsten Abschnitt durchfiihren, unm6glich machen. 
Im allgemeinen lassen sich zwei geometrische Erzeugendensysteme , e' einer 
Gruppe Fnicht durch einen Automorphismus ineinander ~iberfiihren. Aus [15] 
folgt jedoch, dab es stets eine bijektive Abbildung e--*e' gibt, die die Ordnung 
der Elemente rh/ilt. 
Ffir ein geometrisches Erzeugendensystem  einer endlich erzeugbaren 
Gruppe F setzen wir 
Fe(F) : = { T ~ T(F) : r(e) geometrisch bezfiglich @(~)}. 
Fe(F) ist PGLz(K)-invariant, der Bahnenraum sei Fe(F). 
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SATZ3. Fe(F) ist (sehr schwacher) Fundamentalbereich far die Aktion von 
Aut F auf 7"(F), d.h. zu re  T(F) gibt es t~ e Aut F mit zo a e Fe(F). 
BEWEIS. Sei B 0 ein Baum, auf dem F operiert, so dab e geometrisch bezfiglich 
@(B 0, F) ist, und sei 0: F-~F(@(Bo, 13) der zugeh6rige Isomorphismus. Ist 
nun ~(z) zu @(B 0, F) isomorph, so sei q/r der induzierte Isomorphismus 
1-(~(B o, F))~F(@(z)) und Or eine Wahl des Isomorphismus F~F(@(r)). Dann 
ist a: -= Or- 1 o iff r o 0 der gesuchte Automorphismus von F. 
Der Hauptsatz aus [15] zeigt, daB man im allgemeinen durch eine Folge von 
Kantenkontraktion yon @(z) zu @(Bo, F) gelangen kann. Sei also f:@-~@' 
eine Kantenkontraktion, e geometrisch bezfiglich @ und P das zugeh6rige 
Gerfist yon Q. Werden nur Kanten in P kontrahiert, so ist f (P )  Geriist in P', 
und e ist geometrisch beziiglich @'. Andernfalls beachte man, daB jedes Ye 
einen Kreis in Q bestirnmt, der e enth/ilt und ansonsten i P verl/iuft. Solche 
Kreise bleiben unter f erhalten, da f keinen ganzen Kreis kontrahieren kann. 
Dies zeigt, dab auch in diesem Fall e geometrisch ist beziiglich @'. 
Umgekehrt ist jedes beztiglich @' geometrische Erzeugendensystem auch 
geometrisch bezfiglich @, da sich das benutzte Gertist von Q' durch die kontra- 
hierten Kanten zu einem Gerfist von Q erg/inzen 1/iBt. Dies schlieBt den Beweis 
von Satz 3 ab. 
§ 4. MARKIERTE GRAPHEN VON GRUPPEN 
In diesem Abschnitt zerlegen wir Fe(F) in endlich viele quasi-Steinsche 
Bereiche und zeigen, dab es nur ftir endlich viele 0 e Out F einen nichtleeren 
Durchschnitt Fe(F) 710(Fe(F)) geben kann. Beide Aussagen sind wesentlich f/Jr 
die Untersuchung der analytischen Struktur auf T(F) und M(F) im n/ichsten 
Abschnitt. Technisches Hilfsmittel dazu ist der Begriff des "markierten 
Graphen von Gruppen", einer Verallgemeinerung der"Achsenb~iume" aus [5]. 
Satz 4 ist dann die Entsprechung zuSatz 1 aus [5], allerdings wird er durch das 
Vorhandensein von Elementen endlicher Ordnung in F technisch aufwendiger. 
Sei @ ein endlicher wesentlicher Graph von Gruppen, d.h. der zugeh6rige 
Graph Q sei endlich und alle Knotengruppen seien endlich. Wir nennen zwei 
Gerfiste P und P' von Q hquivalent, wenn es ein P-Erzeugendensystem von
F= F(@) gibt, das zugleich P'-Erzeugendensystem ist. 
Dies ist dann fiir alle P-Erzeugendensysteme der Fall, so daB wirklich eine 
Aquivalenzrelation erkl/irt ist. Das folgende ist im wesentlichen das einzige 
Beispiel ffir fiquivalente Gerfiste, die nicht durch Automorphismen auseinander 
hervorgehen: Sei G eine endliche Gruppe und Q der folgende Graph: 
el 
O1 ~ ~ 02 
e2 
@ sei der Graph von Gruppen fiber Q mit F(oI)=F(o2)=F(el)= G, F(e2)= 1. 
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Die beiden Gerfiste seien P = Q-  {e2} und P '= Q-  {el }. Die universelle Uber- 
lagerung von N ist der Baum B 
. . . .  I !  g • • • . . . .  
auf dem F= (7, a :a  2= 1 )~-Z,S2 dadurch operiert, dab a genau zwei benach- 
barte Knoten festlal3t, wahrend 7 als Translation um 2 operiert. P lai3t sich zu 
der Kante liften, die yon a fixiert wird, P '  zu einer Kante mit trivialem Stabili- 
sator, deren Anfangspunkt unter c~ festbleibt. In beiden Fallen ist das zuge- 
h6rige Erzeugendensystem  = (y, a). 
Wir nennen nun zwei aquivalente Elemente in /'0 P-aquivalent, wenn sie 
langs eines Weges in P aquivalent sind. 
Ffir eine P-Jkquivalenzklasse [u], a ~F0 sei S~] der Teilbaum von P, der von 
allen Knoten omi t  F(o)f)[c~] :/:0 aufgespannt wird. Ffir jede Kante e in S['al 
gibt es dann ein fle EF(e)N [a]. Sei S[a] der Teilbaum von S' der yon den [a], 
Anfangspunkten der fle-axialen Kanten e in S['~] aufgespannt wird, falls es 
solche Kanten gibt. 
Anderfalls sei Sial ein Knoten von S['~], der nicht Anfangspunkt einer fie- 
orientierten Kante e von S(~] ist. Gibt es auch keinen solchen Knoten in S['~j, 
so enthalt S['~] (genau) ein Paar e, ~ yon Kanten, die beide fle-orientiert sind. In 
diesem Fall sei Sial ein Knoten, der als Mittelpunkt auf e eingeffigt wird. 
Die Bezeichnungen "fl-axial" und "fl-orientiert" fibernehmen wit ans [12], 
Abschn. 3; wir bemerken bier nur, dal3, wenn T(F(@)) nicht leer ist, S[a ] stets 
eine Strecke ist, und dab Sial = S['~] ist, falls ord (a) nicht durch die Restklas- 
sencharakteristik von K teilbar ist. 
Ffir eine Kante e ~ Q-P  und c~ = ~'e sei S[~] der Weg in P yore End- zum 
Anfangspunkt von e. 
DEFINITION. Sei @ ein endlicher wesentlicher Graph yon Gruppen. 
i) Eine Markierung von @ ist ein Geriist P yon Q znsammen mit einem an- 
geordneten P-Erzeugendensystem yon F(@) und einer Orientierung der Sial. 
ii) Ein markierter Graph yon Gruppen ist ein Paar (@, L), wo L ein Aqui- 
valenzklasse von Markierungen von@ unter Aquivalenz yon Gerfisten ist. 
Ein Isomorphismus von Graphen yon Gruppen bildet ~iquivalente Gerfiste 
auf aquivalente Gerfiste ab und respektiert die )kquivalenzrelationen in/'0, so 
daf5 er also einen Isomorphismus von markierten Graphen yon Gruppen in- 
duziert. 
Sind alle Knotengruppen yon @ trivial, so ist eine Markierung von@ ein 
Gerfist P yon Q zusammen mit einer Numerierung und Orientierung der Kanten 
in Q-P ,  also dasselbe wie ein Achsenbaum in [5]. 
Sei nun e ein angeordnetes geometrisches Erzeugendensystem der endlich 
erzeugbaren Gruppe/ ' ,  das ans n Elementen besteht. Wir erinnern an die Deft- 
nitionen yon Fe(F ) in Abschn. 3 und Xe(F ) in Abschn. 1 und setzen 
We(/-): =fn-I (Fe(F))CXe(F) 
We(F) ist, wie Fe(F), PGL2(K)-invariant, und der Bahnenraum sei fie(F). 
155 
LEMMA 5. Jedes x ~ We(F) bestimmt einen markierten Graphen von Gruppen 
(O(x), L(x)). 
BEWEIS. Sei r:-=fn(x) und ®(x): = ®(r). Aul3erdem sei P eines der (~iquiva- 
lenten) Gertiste von Q(r), ffir die r(e) ein P-Erzeugendensystem ist. 
Um die Orientierungen der Sial zu erhalten, betrachten wir die zu r(e) ge- 
h6rende Li ftung/5 von P nach B(r). Jede P-.&quivalenzklasse [a] in F 0 be- 
stimmt ein Element a([a])e r(F), und wir definieren sTE~ ] als den Durchschnitt 
der Fixpunktachse von a([a]) mit/5; ebenso sei ~q[~] ftir ein e e Q(z) -  P und 
a = Ye der Schnitt der Achse von ?emit/5.  Das Bild von ~qf~l in Q(r) ist dann 
in beiden Fiillen S[~ 1. 
Schreiben wir nun e = (al .... .  an) und x = (q, xl, Yl ..... In, xn, Yn), so definiert 
die Reihenfolge xi, Yi der Fixpunkte yon a([ai]) in [Pl(K) die gewtinschte 
Orientierung von S[~i]. 
Ffir jede P-.Aquivalenzklasse [a], die keines der ai enth~ilt, gibt es (genau) 
ein i, so dab a und ai iiquivalent sind. Wie in § 3 gibt es einen Weg w in Q(z) 
und ein zugeh6riges ~'w ~ r(F) mit a = ~'wa[y71 ffir ein v(a = a([a]), a i = tT([c~i])). 
Durch x a: = yw(Xi), Ya: = Yw(Yi) erhalten wir eine Orientierung auf S[a 1. 
Es bleibt zu zeigen, dab x~ und Ya nicht yon dem gew/ihlten Weg w ab- 
h/ingen: Ist w' ein weiterer Weg, 1/ings dessen a und a v/iquivalent sind, so sei 
t # v v '  , '  -1  ~'w das entsprechend gebildete Element in r(F). Dann ist a = Yw(ai ) O'w) ffir 
ein zu ord (a v) teilerfremdes v'. Also ist 
, -1  ,, -lyw= O'w) ~'wai ~'w (av) v', 
was in PGL2(K) nur ffir v'= 1 oder v '= - 1 m6glich ist. v '= - 1 ist unm6glich, 
da es (7,wlT~w)2=id zur Folge h~itte. Also kommutieren tri und 7pwl~w, so dab 
7'w lyw(Xi) =xi, also 7w(Xi) = 7w(Xi) ist. 
Ffir einen markierten Graphen von Gruppen (@, L) mit Fundamentalgruppe 
F= F(®) sei nun 
Xe(@, L): = {x~ We(r):(@(x), L(X))=(@, L)}. 
Die Konstruktion im Beweis von Lemma 5 macht deutlich, dab (O(x), L(x)) 
nur von der PGL2(K)-Bahn von x abh~ingt, dab Xe(@, L) also PGL2(K )- 
invariant ist; der Bahnenraum sei Xe(@, L). Weiter sei 
Te(@, L): =fn(Xe(@, L)), l'e(@, L): =fn(Xe(@, L)). 
Um Xe(@, L) analytisch zu beschreiben zu k6nnen, ben6tigen wir noch eine 
Reihe von Bezeichnungen. Wir setzen dazu voraus, dab Xe(@, L) nicht leer ist, 
und w/ihlen ein festes Gerfist P von Q in der von L bestimmten Aquivalenz- 
klasse. 
Zun/ichst unterteilen wir alle Kanten in Q-P ,  deren Kantengruppe nicht 
trivial ist, in drei Teile./5 sei das Gerfist des unterteilten Graphen Q, das durch 
Hinzunahme der Anfangs- und Enddrittel der unterteilten Kanten aus P 
entsteht. Die St~ 1 bestimmen wir nun als Teilb/iume von 16 bezfiglich /5- 
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Aquivalenz. Durch diese Unterteilungen lassen sich ffir x e We(F) auBerhalb 
des Fundamentalbereichs/5 verlaufende Durchschnitte von Achsen erfassen. 
Die P--Aquivalenzklassen i  F0, die kein Element von e enthalten, seien 
[a~_~] .. . . .  [am]. Weiter schreiben wir jetzt x_i statt Yi und Si statt S[ail. Ffir 
i=1 ... . .  m seien Pi und P - i  der Anfangs- und Endpunkt yon Si. Sei I: = 
= { + 1 ..... + m}; ffir i, j e I, i :#j, sei Pij die Strecke in ff von Pi nach pj und nij 
die Projektion von fi  auf Pij. Wit schreiben Pk < i)Pl ffir i, j, k, l e I, falls nij (Pk) 
miher an Pi ist als nij(Pl) und Pk = iiPl, falls nij(Pk) = nij(Pt). 
Weiter seien a! .....  ag die zu den Kanten Q-P  (bzw. Q-P)  geh6renden 
Elemente in e; i s tp ie f i -P  ffir ein i mit 1 <_i<_g, so gibt es h6chstens e in j  mit 
g + 1 _<j_< m, so dab {Pi, P -  i } = {Pj, P- j  } : in einem solchen Fall muB n/imlich 
r(ai) mit r(aj) kommutieren ffir jedes re  T(F). Ffir i= 1 ..... g setzen wir nun 
Ii : = I -  { + i, + j  } in dem eben beschriebenen Fall, ansonsten sei Ii : = I -  { +_ i }. 
SchlieBlich sei ffir vier Punkte x~ ... . .  x4 in [PI(K) 
(X 1 - -  X3) (X  2 - -  X4)  
D V(X 1 . . . .  , X4)  : = 
(X 1 - -  X4) (X  2 - -  3(3) 
das Doppelverhiiltnis. 
SATZ 4. Sei (@, L) markierter Graph von Gruppen mit Fundamentalgruppe 
F, e= (al .... , an) geometrisehes Erzeugendensystem yon F, so daft Xe(®, L) 
nicht leer ist. Dann gilt mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen 
Xe(@, L) = {x= (tl, xl, x_ 1 .... , t,, xn, x_n) eXe(F): 
a) [DV(x i, Xj, Xk, Xl) t < 1 fiir alle i,j,k, l e I  mit Pk<ijPl 
[DV(xi, xj, xk, xl) [ = 1 fiir alle i,j,k, l e I  mit Pk=ijPl . 
b) [ti[<lDV(xi, x_i, Xk, Xt)]<[ti-ll fiir i=1 .... ,g, und alle k, le I  i. 
c) ]DV(xi, xj, r(ay)(Xk),Xk]<I fiir i=g+l  .. . . .  m, v=l  ..... o rda i -1  und 
j, ke I -{ i}} .  
(Dabei sei ~-: =fn(x).) 
BEWEIS. Sei XeXe(F)  und B6(x ) der von den x i, ie I ,  aufgespannte T ilbaum 
von B(K). Enth/ilt x einen Punkt xi doppelt (das ist genau dann der Fall, wenn 
ein ai, 1 <_i<g mit einem aj kommutiert), so vergr6Bern wir B6(x ) um ein 
kleines Stfick der Achse xi, x_i (beiderseits). Den entstehenden Teilbaum von 
B(K) nennen wir/~o(X). 
Wir zeigen zun/ichst: /~o(X) ist genau dann zu/5  isomorph, wenn x die Be- 
dingungen a) des Satzes erffillt. Dazu seien zun~ichst ffir jedes i e I qi und q_ i 
die Endpunkte des Durchschnitts der Achse x/, x_i mit/~0(x). Man sieht dann 
leicht (z.B. durch Normieren xi = 0, xj = oo, xk = 1), dab z.B. rcij(qx)<ij r~ij(ql) 
gleichbedeutend ist mit D V(xi, xj, Xk, Xl) < 1. 
Dies zeigt, dab die Bedingung a) notwendig ist. Die Umkehrung bedeutet, 
dab man den Baum/~o(X) kennt, wenn man seine Knoten Pi kennt und alle 
Beziehungen Pk< ijPt und Pk = ijPt. Da dadurch die Metrik im Baum festgelegt 
ist, ist dies klar. 
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Unter der soeben bewiesenen Isomorphie von/30(x) und/5 sei Bo(x) das Bild 
von P. 
Als n/ichstens zeigen wir, dab die Bedingungen b) und c) hinreichend und 
notwendig daffir sind, dab Bo(x)CB(r) ist und dab die Projektion n:B(r)~ 
--rQ(r)=B(r)/r(F) auf Bo(x) injektiv ist: 
Die Bedingungen b) bedeuten genau, dab r(cti)(Bo(x))fqBo(x) leer ist ffir 
i= 1 ..... g. Die Ungleichungen c) sind gleichbedeutend damit, dab ffir jedes 
a eFo z(a)(Bo(x))f3Bo(x) gleich der Fixpuntmenge von a: = r(a) in Bo(x) ist: 
Ist n~mlich peBo(x) mit a(p)¢p und a(p)eBo(x), so gibt es j, ke I  mit: a(p) 
liegt auf der Strecke [Pi, Pj], und p liegt auf der Strecke [Pi, Pk]; dabei sei 
i e I  so gew/ihlt, dab a= r(a v) fiir ein passendes v ist. Offenbar ist dann 
pk<ija(pg), im Widerspruch zu c). 
Da alle r(a), aeFo, Fixpunkte in Bo(x) haben und Bo(x) von jedem v(oti), 
i = 1 ..... g, einen Punkt der Achse enth/ilt, folgt, dab Bo(x)C B(r) ist, sowie die 
Injektivit/it von n. Die Bedingungen des Satzes sind also gleichbedeutend mit 
der Existenz eines Isomorphismus (von Graphen) Q(z)-~ Q, der n(Bo(x)) auf P 
abbildet und ffir jedes a e F0 den Durchschnitt der Fixpunktachse von r(a) mit 
/~0(x) auf S[~ 1. DaB der Schnitt der gesamten Fixpunktmenge von r(a) mit 
/30(x) auf S['al abgebildet wird, folgt dann daraus, dab wir Xe(@, L) als nicht 
leer vorausgesetzt haben. 
FOLGERUNG. Falls F(@) geniigend grofl ist, ist Te(@, L) quasi-Steinscher 
K-analytischer Raum. 
BEWEIS. Nach Satz 4 ist Xe(@, L) Durchschnitt eines rationalen Polyeders in 
K an (mit in jeder Variablen linearen Rfindern) mit der affinen Variet/it V n. Ffir 
jedes a e (Z/2Z) n hat a(Xe(@, L)) leeren Schnitt mit Xe(@, L), oder die beiden 
stimmen fiberein. Im letzten Fall sind die Bedingungen von Satz 4 symmetrisch 
in den von a vertauschten Koordinaten xi und x_i. Dies zeigt, dab auch 
Te(@, L) ein rationales Polyeder, geschnitten mit einer affinen Variet~t ist. Ist 
nun F(@) geniigend groB, so ist nach Lemma 4 Te(@, L) der Schnitt von 
Te(@, L) mit den Gleichungen xl = 0, x_ 1 = 0% x2  = 1.  
Der Fundamentalbereich Fe(F) aus Satz 3 ist die disjunkte Vereinigung der 
Te(@, L), wobei die Vereinigung fiber alle wesentlichen Graphen yon Gruppen 
@ mit Fundamentalgruppe Fund alle Markierungen L yon @ gebildet wird. Aus 
[15] folgt, dab diese Vereinigung endlich ist. Wir wollen nun zeigen, dab Fe(/-') 
nur mit endlich vielen Translaten unter Out F einen nichtleeren Schnitt haben 
kann, und damit Satz 3 verschfirfen. 
Es ist klar, dab ein innerer Automorphismus von F jede PGLE(K)-Bahn in 
T(F) auf sich abbildet, dab also die Gruppe I(F) der inneren Automorphismen 
von F trivial auf 7"(F) operiert. Weiter gilt: 
LEMMA 6. Ist F geniigend grofl, so hat I(F) endlichen Index im Ineffektivi- 
tiitskern der Aktion von Aut F auf T(F). 
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BEWEIS. Sei ~e T(F) und I(f): = {q~ e Aut F:~(f)  = ~}. Nach Voraussetzung 
gibt eseine freie normale Untergruppe F 0 von F von endlichem Index und vom 
Rang >_ 2. Sei Io(f) : = {q~ e I(7) : O(F0) = Fo}; aus [17], Ch. IV, Thm. 4.7 folgt, 
dab 10(7 ) endlichen Index in 1(7) hat. Da Io(~) im Normalisator von r(F) in 
PGL2(K) enthalten ist, ist Io(f)/I(Fo) Untergruppe der endlichen Automor- 
phismengruppe der Mumfordkurve C(f), deren Geschlecht gleich dem Rang 
von Foist. Damit ist auch I(~)/I(F) endlich. 
SATZ 5. Sei F eine geniigend grofle Gruppe und e ein angeordnetes geome- 
trisches Erzeugendensystem von F. Dann gibt es nur endlich viele ~ ~ Out F= 
=Aut  F/I(F) mit ~)(Pe(F))OPe(F)~O. 
Satz 5 wird durch die beiden folgenden Lemmata bewiesen: 
LEMMA 7. Far alle markierten Graphen von Gruppen (@, L) und (@', L') und 
alle (b ~ Out F gilt: 
~(7'e(@, L))= i/'e(@', L'), oder q~(i"e(@, L))N ~/'~(@', L') =0. 
BEWEIS. Ftir r e T(F) ist ~ genau dann in Te(@, L) wenn z(e) P-Erzeugenden- 
system ist ffir ein Gertist P in der durch L bestimmten Klasse. Ebenso ist q~(~) 
genau dann in Te(@', L'), wenn (ro(p)(e) ein P'-Erzeugendensystem ist. Dies 
h~ingt nach Definition aber nur vonder Aktion von r(F) auf B(F), ab, und die 
ist ftir alle r e Te(@, L) (bis auf Isomorphie) dieselbe. 
Zum Beweis yon Satz 5 haben wir nur noch zu zeigen, dab ffir jeden mar- 
kierten Graphen yon Gruppen (@, L) die Gruppe 
gi(@, r ) :  = {0 e Out F: O(Te(@ , L)) = Te(@, L)} 
endlich ist. Dies folgt aus dem weitergehenden 
LEMMA 8. Far jeden markierten Graphen von Gruppen (@, L) gibt eseine 
kurze exakte Sequenz von Gruppen 
0~K(@, L )~(@,  L) 8, Aut @~0 
mit einer endlichen Gruppe K(@, L). 
BEWEIS. Zur Definition von • w/ihlen wir ein re  Te(@, L) und einen Iso- 
morphismus fl:(@(r), L(r))~(@, L). Andere Wahlen fiihren zu konjugierten 
Homomorphismen, p ist also nicht kanonisch. Weiter sei mit den Bezeich- 
nungen des Beweises von Satz 4/~0(r): =/~o(X) ftir ein xef~-l(r) (dies h/ingt 
nicht vonder Wahl eines Urbilds ab) und rr : B(r)~@(r) die Projektion (die auf 
/~o(r) injektiv ist). 
e ~(@, L) induziert nun einen Isomorphismus cry:/~o(r)--*Bo(q~(z)). Durch 
~(~): =/~o~o~o~-1o/~-~ 
ist dann ein injektiver Morph ismus/~@ definiert, der sich eindeutig zu einem 
Automorphismus co(q~) von@ fortsetzen l~Bt. 
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Die Surjektivit/it von O folgt aus der Tatsache, dab jeder Morphismus von 
Graphen von Gruppen einen Gruppenhomomorphismus zwi chen den Funda- 
mentalgruppen induziert, also aus der Funktorialit/it der Fundamentalgruppe. 
Wir definieren un K(@, L) als die von den q~a,c erzeugte Untergruppe von 
• (@,L): dabei sei aeFo "trennend" in dem Sinne, dab Q-S(~ l nicht zu- 
sammenh/ingend ist,und C sei eine Zusammenhangskomponente von Q - S['al, 
deren Verbindungskanten mit S(~ l alle triviale Kantengruppe haben. ~ ,c  
operiere dann auf C als Konjugation mit [a], auBerhalb C sei es die Identitfit. 
Man sieht sofort, dab K(@, L) C Kern (O) ist. Ist umgekehrt ~9(~) =id ffir ein 
q~ e ~(@, L), so ist z~ o a¢ = zt auf/~0(z). Indem wir ~ durch einen inneren Auto- 
morphismus yon F ab~indern, dfirfen wir annehmen, dab/~0(r) t'l/10(q~(r))¢ 0 
ist. Dieser Durchschnitt ist dann fix unter %, und auf einem Nachbarn eines 
Punktes o im Durchschnitt kann ¢~ nur durch Konjugation mit einem Element 
aus F(o) operieren. Daraus leitet man leicht ab, dab ~ eK(@, L) ist, Lemma 8 
und damit Satz 5 sind also bewiesen. 
§ 5. ANALYTISCHE STRUKTUR AUF T(F) UND M(F) 
Sei F eine genfigend groi3e endlich erzeugte Gruppe und e ein angeordnetes 
geometrisches Erzeugendensystem vonF. Wir setzen voraus, dab T(F) nichtleer 
ist. Wir wollen eine analytische Struktur auf T(F) mit Hilfe der im letzten 
Abschnitt eingefiihrten Bereiche Te(®, L) definieren. Da diese jedoch disjunkt 
sind, mtissen wir sie zun~chst etwas vergr6Bern: 
LEMMA 9. Es gibt rationale Steinsche Bereiche U1 ..... U r in T(F), deren Ver- 
einigung Fe(F) enthiilt und auch noch die Eigenschaft yon Satz 5 besitzt. 
BEWEIS. Es geniigt, die Aussage fiir das Urbild 17~e(F )von Fe(F) in Xe(F ) zu 
beweisen. Dieses wird fiberdeckt von den Xe(@, L), und wir werden diese etwas 
vergr6Bern, so dab zu ihrer Beschreibung nur noch Ungleichungen der Form 
]fl < 1 ben6tigt werden. 
Die Ungleichungen b) in Satz 4 haben bereits die gewfinschte Gestalt. 
Die Ungleichungen a) ergeben genau dann ]DV(xi, xj, Xk, Xl)l=l, wenn 
U(Xi, Xj, Xk)=U(Xi, Xj, Xl)= :U 0 ist; dabei sei fiir drei Punkte x,y, zePl (K)  
u(x, y, z) der Median im Bruhat-Tits-Baum B(K), d.h. der Schnittpunkt der drei 
dutch x, y und z definierten Achsen in B(K). 
Dies ist in 2 F/illen mfglich: 
i) lll : -~bl(Xi, Xk, Xl)--/:U O. 
Wir haben dann folgende Konfiguration in B(r): 
go Ul 
X i XI 
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Es ist also l>[DV(xg, xk, xj, xDl=ll-DV(xi, xi, xk, xDI; daraus folgt bereits 
IDV(xi, X j, Xk, XI)I = 1, diese Gleichung kann also bei der Beschreibung von 





Haben nun wenigstens drei der von Uo ausgehenden Kanten eine nichttriviale 
Kantengruppe, so dfirfen wir annehmen, dab die Xv Fixpunkte der beteiligten 
Transformationen sind (ansonsten folgt die Gleichung aus der ffir die Fix- 
punkte und strikten Ungleichungen). Dann folgt die Bedingung aber aus den 
algebraischen Gleichungen zwischen den Elementen von F(Uo). 
Wir k6nnen also annehmen, dab die Kanten (Uo, Xi) und (Uo, Xj) triviale 
Kantengruppen haben. Wir betrachten dann die markierten Graphen von 













und sich ansonsten nicht von ® unterscheiden. Da@ aus beiden durch zul~issige 
Kantenkontraktion hervorgeht, haben @' und @" auch Fundamentalgruppe F. 
In Xe(®, L) L) Xe(@; L') tO )7"e(@'; L") tritt nun keine Bedingung an Doppel- 
verh~iltnisse mehr auf, ffir die Uo Median beteiligter Punkte ist, w~ihrend alle 
anderen Ungleichungen wir ftir )?e(@, L) sind. 
SchlieBlich kann man die Bedingungen c) in Satz 4 durch 
ID V(x~, xj, r(ay)(xD, x,)l <6 
ffir ein geeignetes O> 1 ersetzen: dies bedeutet, dab man 
von Xk 
u(xD " xi 
xj 
zu x, 
a(x,)  • 




Die Punkte X eXe(F), die dieser erweiterten Bedingung geniigen, liegen 









und q~ der Automorphismus von F ist ,  der F(Xk) mit a konjugiert. Diese wie 
beschrieben zusammengefaBten und vergr6Berten Bereiche sind die gesuchten 
U i. Es ist klar, dab ihre Vereinigung in endlich vielen Translaten q)(Fe(F)) 
enthalten ist, woraus auch die zweite Behauptung von Lemma 9 folgt. 
Wir definieren nun die analytische Struktur auf T(/') mittels der 13ber- 
deckung U: = {~O(Ui):i= 1, ..., r, q~ ~ Out F}. Es gibt aber noch eine zweite 
M6glichkeit, auf 7"(F) eine analytische Struktur zu definieren: nach Lemma 4 
und Satz 1 ist n/imlich T(F) in K 3n-3 eingebettet, wenn n die Anzahl der 
Elemente yon e ist. Genauer ist 7"(F) oftener Teil einer affinen Variet~it in 
Kan-3. Wir wollen zeigen, dab die durch diese Einbettung induzierte analy- 
tische Struktur mit der obigen fibereinstimmt, d.h. dab LI eine zul/~ssige Uber- 
deckung beziiglich der Grothendieck-Topologie auf T(F)CK 3n-3 ist. 
Sei n/imlich XC 7"(F) ein affinoider Bereich. Dann ist 11 eine offene Ober- 
deckung von X durch rationale Steinsche Bereiche, deren Ungleichungen durch 
Einheiten gegeben werden (weil wit nur Ungleichungen ben6tigen, in denen alle 
Fixpunkte verschieden sind). M. Piwek hat nun bewiesen (s. [19], Kap. I, Satz 
4), dab li unter diesen Voraussetzungen ine endliche Teiliiberdeckung besitzt, 
was unsere Behauptung beweist. 
Wir wenden uns jetzt der analytischen Struktur auf M(F) zu. Lemma 9 zeigt, 
dab Out F "diskontinuierlich" auf T(F) operiert, und wir haben zu zeigen, dab 
man daraus wie im Komplexen (vgl. [3]) eine analytische Struktur auf dem 
Bahnenraum erhfilt. 
SATZ 6. Fiir jede geniigend grofle endlich erzeugte Gruppe F &t M(F) analy- 
tische Quotientenmannigfaltigkeit, d.h. K-analytischer Raum, dessen Struktur- 
garbe die Garbe der Out F-invarianten analytischen Funktionen auf T(F) ist. 
BEMERKUNG. DaB 7"(F) eine Mannigfaltigkeit ist, werden wir erst im nfich- 
sten Abschnitt zeigen. 
BEWEIS. Der Satz ist bewiesen, wenn wir eine zulfissige affinoide lJber- 
deckung ~3= (Vi)ie I yon T(F) mit den Eigenschaften 
i) aus (])(Vi)("~ Vi::[:O folgt ~(Vi):-V i ( i~/,q~eOut (F)) 
ii) {q~eOut (F):~0(Vi) = Vi} = :~b i ist endiich ffir jedes i 
finden k6nnen. Dann bilden nfimlich die Vi/¢i eine zul/issige affinoide 0ber- 
deckung von M(F). 
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Sch6pfen wir nun jedes Xe l l  durch rationale affinoide Bereiche aus, so 
erhalten wir eine zul~issige "schrumpfbare" rationale fJberdeckung (Xi)ie r 
von T(F), d.h. zu X,={]fj]_<l, j= l  .... ,m} gibt es el<l,  so dab die 
X/': = {]fj!___ei} auch noch 7"(F) tiberdecken. Wegen Lemma 9 erhalten wir 
damit die gesuchte Oberdeckung von 7"(F) aus 
LEMMA 10. Sei X ein K-analytischer Raum, (Ui)ie I eine zul6ssige schrumpf- 
bare rationale Uberdeckung von X und q~ eine Gruppe yon bianalytischen 
Automorphismen von X. 
Ist dann far  jedes i ~ I die Menge qb u : = { 0 ~ ~ : O( Ui ) O U i-~ 0} endlieh, so 
besitzt X eine zuliissige Oberdeekung (Vj)jes, die (i) und (ii) erfiillt. 
BEWEIS. Sei (Yi)i~i die geschrumpfte Oberdeckung und i~ I fest. Wir schrei- 
ben U: = Ui, Y: = Yi. 
Im ersten Schritt verfeinern wir nun die beiden Oberdeckungen so, dab ~b r
endliche Gruppe wird: 
Seien n/imlich Ol, O2~q~y mit 01021¢t~V . Ist dann Y={lf/(x)[_<l, 
i=1 ..... m}, so ist YnOz1(Y)={ l f i (x ) ]< l ,  1(~o02)(x)1_< 1 }. Da wir voraus- 
gesetzt haben, dab 0a021(Y)OY=0 ist, ist erst recht 01(Yn02a(Y))n 
N(YAOzl(Y))=o.  Da YO021(y) affinoid ist, gibt es ~)> 1, so dab auch ftir 
Y0: = {[f/(x)l---1, If/° 021)(x)[--Q} 
noch gilt: 01(Y0)O Y0=0. 
Weiter setzen wir ftir i = 1 ..... m 
Yi: = { Ifj(x)l-< 1, j=  1 ..... m, t(f  .o 02 l)(x)]-> Q} C Y. 
Ffir jedes i ist dann 02(Yi)O Yi=O (well ]fi(x)[ gleichzeitig _ 1 und ->4 sein 
mtil3te). 
Nun ist Y= Ui~0 Yi, und ftir jedes i ist ~br, echte Teilmenge von q~r. Mit 
Induktion fiber Iq~y] k6nnen wit also annehmen, dab q~r Gruppe ist. 
Wir suchen jetzt eine f3berdeckung von Vo .... .  Vt von Y, so dab jedes V/ 
entweder (i) und (ii) erffillt oder ]~bvil<lq~y] ist. Anwendung des ersten 
Schritts und erneute Induktion fiber ]q~y] ffihrt uns dann schliel31ich zum Ziel. 
Dazu vergr6Bern wir 
Vo: = n o(Y)={l(f/oo-1)(x)] -<1, i= l , . . . ,m,  OE~Oy} 
ZU VO: = {l(f/°O)(x)]__<e}, WO 4> 1 SO gewfihlt ist, dab VoC Uist. Offenbar ist 
O(Vo) = Vo ftir alle 0~ q~r. 
Nun sei fiir i= 1 ..... m und 0 ~ q~y 
Vi, o: ={Ifj(x)l_<l, j=  1 ..... m, l~o0)(x)l_>o}c y.
Es ist 0(V/,,)N Vi,,=O (well gleichzeitig If/(x)l_>~ und <_ 1 sein mtigte), also 
Da V 0 und die V/,, ganz Y tiberdecken, ist die gesuchte Oberdeckung e- 
funden. 
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§ 6. ANALYTISCHE EIGENSCHAFTEN DER TEICHMULLERR.~.UME 
In diesem letzten Abschnitt werden die grundlegenden Eigenschaften der in 
§ 5 definierten analytischen Struktur der Teichmiillerr~iume untersucht. Die 
wichtigste ist die in Satz 6 bereits erw~ihnte und implizit in der Bezeichnung 
"Teichmfillerraum" enthaltene Glattheit der R~iume T(/'). AuBerdem beweisen 
wir eine kombinatorische Formel ffir die Dimension von T(F) und zeigen, dab 
M(F) stets zusammenh/ingend ist, w/ihrend T(F) i.a. endlich viele Zusammen- 
hangskomponenten hat. 
Wir setzen ffir den ganzen Abschnitt voraus, dab F geniigend groBe endlich 
erzeugte Gruppe ist. 
SATZ 7. 7"(F) ist nichtsinguliir. 
Wir fiJhren den Beweis in mehreren Schritten. Zun~ichst zeigen wir: 
LEMMA 11. Ist T(F) nichtsinguliir, so auch T(F). 
BEWEIS. Ist T(F) nichtsingul/ir, so gibt es einen Zariski-offenen Teil UC S(F), 
der T(F) enth/ilt und ebenfalls nichtsingul/ir ist. Sei n: U~S(F) die Ein- 
schr~inkung der Quotientenabbildung und V: = n(U). Wir zeigen, dab n glatt 
ist, womit die Behauptung dann aus [1], VII, 4.9. folgt: da Glattheit lokal ist, 
k6nnen wir annehmen, dab U= V×PGLE(K) ist. Dann ist n flach, und die 
Fasern sind nichtsingul/ir, n ist also nach [10], III, Thm. 10.2 glatt. 
Die Glattheit von T(F) werden wir schrittweise auf die yon T(Z) und von 
T(G) ffir endliche Gruppen G zuriickfiihren. 
LEMMA 12. Ist F=F  1 *HF2 freies Produkt yon 1"1 mit F2, amalgiert iiber H, 
so ist 
S(F) = S(F 0 x stH)S(F2) und folglich 
T(F)C T(F1) X T(H)T(F2). 
BEWEIS. Dies folgt aus der Funktorialit~it von S und der universellen Eigen- 
schaft des freien Produkts mit Amalgam: Ist Z ein K-Schema, und haben wir 




so gibt es f~r jedes z ~ Z zu f(z) : F1--*PGL2(K) und g(z) : F2--*PGL2(K) (mit 
f(z)IH=g(z)lH) genau einen Homomorphismus F(z):F--*PGL2(K), der 
F(z)IF1 =f(z), F(z)IF2=g(z) erfiillt. F is t  dann der gesuchte Morphismus, der 
unser Diagramm erg~inzt. 
Um mit Lemma 12 die Glattheit von T(F) aus der von T(F1), T(F2) und 
T(H) folgern zu k6nnen (mit Hilfe der Transitivit~it der Glattheit yon Mor- 
phismen und ihrer Vertr~iglichkeit mit Basiswechsel, s. [10], Ch. III, Prop. 
10.1), miissen wir zeigen, dab unter der Voraussetzung der Glattheit von T(F1) 
und T(H) der kanonische Morphismus T(F1)~ T(H) glatt ist. Dazu beachten 
wir, dab wir in F1 eine geometrische Basis e so w~ihlen k6nnen, dab eine Teil- 
menge yon e eine geometrische Basis von H bildet (bis auf evtl. fObergang zu 
Potenzen, was im folgenden icht st6rt). Dann folgt unsere Behauptung aus 
LEMMA 13. Sei F endlich erzeugt, e geometrisches Erzeugendensystem von 
F, e'Ce, F' die von e' erzeugte Untergruppe yon F. Sei weiter UCSe(F ) offen 
und f : U--* V: =f(U)C Se.(F') die Einschrfinkung des natiirlichen Morphismus 
S(F) ~ S(F') auf U. 
Sind dann U und V nichtsingu&r, so ist f glatt. 
BEWEIS. Sei x~ U, y :  =f (x )  ~ V. Wir behaupten, daB die von f induzierte 
Abbildung ~y, v~ 6x, v der lokalen Ringe injektiv ist. Da n/imlich e geome- 
trisch ist und e'Ce ist, ist dies ftir Urbilder von y und x in X~,(F') und X~(F) 
richtig. Wegen der Unverzweigtheit der Abbildungen X~(F)~S~(F) und 
Xe,(F')-*Se,(F' ) folgt daraus auch die Injektivit~it von 6y, V--*~x, v. Folglich 
2 _.+ 2 sind auch die Abbildungen ~nf(x)~ x und mf(x)/~(x) ~x/~ x der maximalen 
Ideale bzw. Kotangentialr~iume injektiv. Also ist die duale Abbildung 
Tf: Tx--*Ty auf den Zariski-Tangentialr~iumen surjektiv. Da K algebraisch ab- 
geschlossen ist, bedeutet dies nach [10], III, Prop. 10.4, daB fglatt  ist, falls U 
und V nichtsingular sind. 
Damit haben wir die Glattheit von T(F) auf die ffir 77 und die endlichen 
Gruppen zuriickgefiihrt, falls F von der folgenden Gestalt ist: 
(Am) Fist freies Produkt einer freien Gruppe von endlichem Rang mit einem 
freien Produkt mit Amalgam von endlich vielen endlichen Gruppen. 
Da eine diskontinuierliche Untergruppe von PGL~(K) auch eine nichttriviale 
HNN-Erweiterung sein kann, hat nicht jedes F mit nichtleerem Teichmfiller- 
raum die Gestalt (Am). Das folgende Lemma zeigt aber, daB es genfigt, Satz 
7 ffir solche zu beweisen: 
LEMMA 14. Zu jeder Gruppe Fmit  T(F)--/:O gibt es eine Untergruppe F' der 
Gestalt (Am), so daft der kanonische Morphismus T(F)~ T(F') endlich, sur- 
jektiv und unverzweigt ist. 
BEWEIS. Sei @ ein wesentlicher Graph von Gruppen mit Fundamentalgruppe 
F. Besitzt der@ zugrunde liegende Graph Q ein Gerfist P, so dab F(e) trivial 
ist ffir jede Kante e ~ Q-  P, so hat F selbst die Gestalt (Am). Andernfalls ei 
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P ein Geriist von Q und e e Q-  P eine Kante mit F(e)¢ { 1 }. Mit Hilfe von [12] 
kann man leicht sehen, dab nur die folgenden beiden F~ille m6glich sind: 
1. e ist Schleife und F(e)=F(A(e)) ist zyklisch. Dann sei t~' der Graph von 
Gruppen, der aus @ dadurch entsteht, dab man/-(e) und seine Bilder unter allen 
m6glichen Einbettungen von Kantengruppen gleich {1} setzt. Sei F' die 
Fundamentalgruppe von@'. Dann wird Fvon F' und einem Element a erzeugt, 
das mit dem zu e geh6renden y kommutiert. Jedes r e T(F') 1/iBt sich daher 
fortsetzen zu f e T(F), indem man f(u) als Element von Ordnung ord (u) mit 
denselben Fixpunkten wie z(a) definiert. Die natiirliche Abbildung T(F)~ T(F') 
ist also surjektiv, auBerdem endlich und unverzweigt. 
2. F(A(e)) = : F 1 ist nicht zyklisch. Dann ver/indern wir @ zu einem Graphen 
von Gruppen @', indem wir einen neuen Knoten o als Anfangspunkt von e 
einfiihren und F(o): = F1 setzen. Als Untergruppe von F enth/ilt die Funda- 
mentalgruppe F' von (9' statt des Elements Ye nur die zu F1 konjugierte 
Gruppe YeF1Ye 1. Zu z ~ T(F') gibt es nun stets endlich viele y e PGL2(K ) mit 
yr(FI)y-I= r(F(o)). Also ist wiederum T(F)~ T(F') endlich, surjektiv und un- 
verzweigt. 
Um nun den Beweis von Satz 7 abzuschlieBen, bleibt die Glattheit der Teich- 
mtillerr~iume ftir Z und die endlichen Gruppen zu zeigen. Nun kann T(Z) mit 
dem offenen Teil {(t,x,y):O< It[ < 1, x~:y} von Kx  rPl(K)x Ipl(K) identifi- 
ziert werden und ist daher nichtsingul/ir. Die einzigen endlichen Gruppen mit 
nichtleerem Teichm/illerraum sind die zyklischen Gruppen ~_/nZ, die Dieder- 
gruppen D n sowie die Ausnahmegruppen A 4, $4 und A s. In all diesen F/illen 
besteht der Teichmtillerraum aus endlich vielen disjunkten Bl~ittern (ent- 
sprechend en Multiplikatoren, s.u.), auf denen jeweils PGL2(K) transitiv 
operiert. Also k6nnen auch diese R/iume keine Singularit/iten enthalten, und 
Satz 7 ist bewiesen. 
Als weitere Anwendung der in diesem Abschnitt entwickelten Methode be- 
rechnen wir die Dimensionen von T(F) und T(F): 
Sei F endlich erzeugte Gruppe mit T(F)4= 0 und @ ein wesentlicher G aph von 
Gruppen mit Fundamentalgruppe F. 
Sei To(F) : = {,r ~ T(F) : @(r) ~- ®}. 
Sei g die zyklomatische Zahl von (9, Ol, ...,On die Knoten von Q und 
el ..... en-l+g die Kanten von Q. Wegen Lemma 12 und 14 ist dann klar, daB 
n g+n-1 
dim To(F)=g-dim T(Z)+ E dim T(F(oi))- ~ dim T(F(ei)) 
i=1  i=1 
ist (da f/Jr glatte Variet/iten dim X×sY=dim X+dim Y-dim S ist). Die 
rechte Seite /indert sich nicht bei einer zul~issigen Kantenkontraktion. Der 
Hauptsatz von [15] zeigt also, dab T(F) reindimensional ist und daB jeder 
wesentliche Graph von Gruppen mit Fundamentalgruppe F zur Berechnung von 
T(F) herangezogen werden kann. 
Nun ist klar, daB dim T(Z)=3 ist, ebenso dim T(Dn)=dim T(A4)= 
=dim T(S4)=dim T(As)= 3, w0hingegen dim T(Z/nZ)=2 ist. Nennen wir 
also C(@) (bzw. c(@)) die Anzahl der Knoten (bzw. Kanten) in Q mit nicht- 
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trivialer zyklischer Gruppe und D(@) (bzw. d(@)) die Anzahl der Knoten (bzw. 
Kanten) in Q mit nichtzyklischer Gruppe, so erhalten wir schliel31ich: 
SATZ 8. Sei F endlich erzeugte Gruppe mit T(F) ~ 0 und @ ein wesentlicher 
Graph von Gruppen mit Fundamentalgruppe F. Dann ist 
dim T(F) = 3g + 2(C(@) - c(@)) + 3(D(@) - d(@)) 
dim T(F) = dim T(F) - 3, falls F geniigend grofl ist. 
Zum AbschluB wollen wir zeigen, dab f~r jedes (gentigend groBe) F der 
analytische Raum M(F) zusammenh/~ngend ist. 
Enth~ilt F Elemente ndlicher Ordnung >_ 5, so nehmen die Multiplikatoren 
dieser Elemente endlich viele verschiedene Werte an, so dab 7"(/") nicht zu- 
sammenh/ingend sein kann (vgl. Satz 4). Wir werden aber zeigen, dab es eine 
endliche Untergruppe POte(F)C Out F gibt, so dab T(F)/POte(F ) zusammen- 
h/ingend ist. 
Zun/ichst w~ihlen wir ein angeordnetes geometrisches Erzeugendensystem 
e = (y~ ..... Y,, al ..... am) yon F. Dabei seien Yl, ..., Y~ die Elemente unendlicher 
Ordnung in e, w~ihrend a1 . . . . .  ~m endliche Ordnung haben. 
DEFINITION. 0~Aut  F hei/3t Potenzautomorphismus bez/iglich e, wenn 
O(Yi) = Yi ist fiir i= 1 ... . .  n und O(ai) ftir jedes i eine Potenz von ai ist. 
Pote(F)COut (F) sei die Menge der Klassen von Potenzautomorphismen 
bezfiglich e. 
POte(F) ist endliche Untergruppe yon Out F. 
Ist (@, L) ein markierter Graph von Gruppen mit Fundamentalgruppe Fund 
Erzeugendensystem , so operiert Pote(F) auf 7"e(@, L), und es gilt: 
LEMMA ] 5. Te((~J, L)/Pote(F ) ist zusammenhtingend. 
BEWEIS. Wir beginnen mit einer Projektion yon Xe(O, L) nach K d, d= 
--dim 7"(F). Dazu benutzen wir folgende lokale Koordinaten fiir einen Punkt 
aus Xe(@, L): die Multiplikatoren und Fixpunkte der r(Yi), die beiden Fix- 
punkte eines jeden r(ai), ffir das keine Relation zwischen ai und einem aj mit 
j<  i besteht, und jeweils einen Fixpunkt von jedem z(ai), f/it das c~i mit einem 
aj mit j < i eine endliche Gruppe (also D n, A4, $4 oder As) erzeugt, ftir alas aber 
ai nicht Produkt zweier aj mit kleinerem Index ist. Aus diesen Gr6/3en kann 
man die restlichen Fixpunkte der r(ai) berechnen, bis auf die Reihenfolge der 
Fixpunkte eines r(ai). 
Koordinaten ffir X'e(@, L) bekommt man, indem man 3 dieser Fixpunkte 
feste Werte zuweist, vgl. Lemma 4. Die Fasern dieser Projektion  sind endlich, 
und das Bild yon X'e(@, L) unter n ist nach Satz 4 ein zusammenh~ngendes 
Polyeder. 
Nun gibt es aber ffir jede tier m6glichen endlichen Gruppen zu jedem a und 
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jedem zu ord (a) teilerfremden v einen Potenzautomorphismus vonF, der a auf 
a v abbildet. 
Dies zeigt, dab alle Punkte einer Faser yon n auf denselben Punkt in 
Te(@, L)/POte(F) abgebildet werden. Die Projektion Xe(@, L)-~7~e(@, L)/ 
POte(F ) faktorisiert daher fiber n, ihr Bild ist also Bild des zusammenhfin- 
genden Bereichs n(ff[e(@, L)) und damit selbst zusammenh~ingend. 
SATZ 9. Fiir jede geniigend grofle endlich erzeugte Gruppe Fist 7"(F)/POte(F ) 
zusammenhiingend. 
BEWEIS. Aus Lemma 9 und Lemma 15 folgt, dab Fe(F)/POte(F) zusammen- 
h~ingend ist. Es bleibt also zu zeigen, dal3 Out F erzeugt wird von Elementen 
¢ mit ¢P(Fe(F))NPe(F)--/:O. Lemma 14 gestattet es uns anzunehmen, dab F 
Gestalt (Am) hat. F ist  also freies Produkt einer freien Gruppe 17, mit einem 
Baumprodukt von endlichen Gruppen 1"i, ..., Fr. Da fiir jedes q~ ~Aut F nach 
[17], Ch. IV, Thm. 2.4 und 2.7 ¢(Fi) zu einem Fj konjugiert ist, folgt aus dem 
Satz von Fouxe-Rabinovitch, dab Aut F erzeugt wird von Automorphismen der 
folgenden Typen: 
a) Automorphismen der Fi 
b) Vertauschung von F/und Fj (evtl. rnehrfach) 
c) Automorphismen von F, 
dl) Konjugation einiger/'i mit x~F o 
d2) Konjugation einiger Fi mit einem yj 
e) Ersetzen eines ~i durch x)~ i oder yix ftir ein x ~ F0. 
Sei nun (@, L) ein markierter Graph von Gruppen mit Fundamentalgruppe 
F, Erzeugendensystem  und Gerfist P. DaB F vom Typ (Am) ist, bedeutet 
gerade, dab die Kanten, die nicht in P liegen, triviale Kantengruppen haben. 
Man kann sie also beliebig "umh/ingen". Ebenso kann man die "freien Fak- 
toren von /'0", also die Zusamrnenhangskomponenten von P-{Kanten mit 
trivialer Kantengruppe}, in beliebige Position zueinander bringen. Damit findet 
man leicht ftir alle oben genannten Typen von Automorphismen markierte 
Graphen von Gruppen (@, L), so dab ¢(7"e(@, L))= 7"e(@, L') ist ftir eine 
geeignete Markierung L'. 
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